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Статтю присвячено прикладним аспектам інтерваль-
ного математичного моделювання оптимізаційних задач 
розміщення геометричних об’єктів. Будується повний 
клас реалізацій інтервальної математичної моделі основ-
ної інтервальної оптимізаційної задачі розміщення геоме-
тричних об’єктів. Пропонуються інтервальні математичні 
моделі низки оптимізаційних задач розміщення та модифіка-
ції методів локальної та глобальної оптимізації для їх реалі-
зації в інтервальних та евклідових просторах
Ключові слова: геометричне проектування, інтервальна 
геометрія, інтервальна математична модель оптимізаційної 
задачі розміщення
Статья посвящена прикладным аспектам теории интер-
вального математического моделирования оптимизацион-
ных задач размещения геометрических объектов. Строится 
полный класс реализаций интервальной математической 
модели основной интервальной оптимизационной задачи раз-
мещения геометрических объектов. Предлагаются интер-
вальные математические модели ряда оптимизационных 
задач размещения и модификации методов локальной и гло-
бальной оптимизации для их реализации в интервальных и 
евклидовых пространствах
Ключевые слова: геометрическое проектирование, интер-





На сучасному етапі стрімко зростає інтерес до 
ефективного розв'язання оптимізаційних задач геоме-
тричного проектування, зокрема, задач розміщення, 
що пояснюється розмаїттям практичних застосувань 
і надзвичайною складністю математичних моделей та 
методів їхнього розв'язання. 
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Математика и кибернетика – прикладные аспекты
Задачі розміщення є предметом дослідження об-
числювальної геометрії, а методи їх розв'язання – но-
вим напрямом теорії дослідження операцій. Оптиміза-
ційні задачі розміщення виникають при дослідженні 
актуальних проблем біології, мінералогії, медицини, 
матеріалознавства, у наукових дослідженнях в галузі 
нанотехнологій, у робототехніці, при кодуванні ін-
формації, в системах розпізнавання образів, системах 
керування космічними апаратами, у хімічній промис-
ловості, енергетиці, машино-, судно-, авіабудуванні, 
будівництві, порошковій металургії тощо. 
В більшості застосувань оптимізаційних задач 
розміщення потрібно організувати упаковку даного 
набору об'єктів в межах певної області (наприклад, 
завантаження палуби судна, залізничного вагона або 
компоновка електронних компонент на платі) і також 
необхідно звести до мінімуму об’єм використаного 
простору або максимізувати число розміщених об'єк-
тів. Багато інших застосувань включають тривимірні 
задачі: упаковка пігулок в пляшку, розміщення ящиків 
та бочок у вантажному відсіку, 3D лазерний розкрій, 
моделювання сипучих середовищ і рідин, планування 
лікування за допомогою радіохірургії, задача форму-
вання пористого порошкового матеріалу тощо.
Розробка сучасних інформаційних систем для розв'я-
зання задач розміщення вимагає побудови адекватних 
математичних моделей для прогнозування розв’язку.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
В роботі здійснено аналіз сучасного стану науко-
вих досліджень щодо методології математичного мо-
делювання і розв’язання задач розміщення та підходів 
до прийняття рішень в умовах інтервальної невизна-
ченості, з якого можна зробити такий висновок: відомі 
математичні моделі оптимізаційних задач розміщення 
подаються, як правило, в ідеалізованому вигляді, коли 
похибки вихідних даних та параметрів розміщення не 
враховуються. Через це відсутня адекватність матема-
тичних моделей реальним постановкам задач розгля-
нутого класу. Застосування елементів інтервальної 
геометрії є ефективним засобом математичного мо-
делювання оптимізаційних задач розміщення геоме-
тричних об’єктів з урахуванням похибок метричних 
характеристик та параметрів розміщення.
Тому наукову значущість набуває проблема ство-
рення методології математичного моделювання і ро-
зв’язання оптимізаційних задач геометричного проек-
тування з урахуванням похибок.
Коло фундаментальних и прикладних проблем, 
пов’язаних з конструктивним математичним моде-
люванням процесу розміщення реальних об’єктів і 
створенням ефективних методів пошуку розв’язків за-
дач розміщення у відповідності до заданого критерію 
оптимальності, є предметом досліджень теорії геоме-
тричного проектування [1]. Автором однієї з перших 
монографій, присвячених розв’язанню задач упаковки 
та розкрою, є лауреат Нобелівської премії Л. В. ака-
демік АН СССР Канторович Л. В. [2 – 4].
Фундаментальним дослідженням в цих напрямах 
присвячені роботи професора Стояна Ю. Г. та його уч-
нів [5–9], а також багатьох іноземних науковців, а саме: 
Dowsland K. [10], Bennell, J. [11], Burke [12], Kendall, G. 
[13], Milenkovic M. [14], Oliverra J. [15], Gomes, M. [15] 
Scheithauer, G. [16].
Нинішній час характеризується збільшенням чис-
ла галузей застосування методів інтервального аналі-
зу для розв’язання прикладних задач. Цій науковій 
царині присвячено роботи таких закордонних авторів, 
як Moore R. E. [17], Kaucher E. [18], Марков С. М. [19], 
Hansen E. [20], Alefeld G. [21], Herzberger J. [21], Калми-
ков С. А. [22], Шокін Ю. І. [22], Шарий С. П. [23] та ін.
Необхідно відмітити, що методи інтервального аналі-
зу є сучасним інструментарієм оперування з невизна-
ченостями, але до задач розміщення з урахуванням по-
хибок їх, на жаль, не можна застосувати безпосередньо 
через складність відповідних матема-тичних моделей.
З метою здійснення єдиного підходу до вирішення 
проблеми урахування похибок при розв’язанні зазна-
ченого класу задач в 1992 році Ю. Г. Стояном закладено 
основи нового наукового напряму – інтервальної гео-
метрії [24–27].
Застосування інтервальної геометрії при моделю-
ванні та розв'язанні оптимізаційних задач розміщення 
дає можливість раціонально враховувати похибки ме-
тричних характеристик і параметрів розміщення гео-
метричних об'єктів та використовувати відомі оптимі-
заційні методи для розв'язання задач даного класу.
Таким чином, актуальним є подальший розвиток 
геометричного проектування на базі використання 
теорії інтервальної геометрії, розробка методів розв'я-
зання оптимізаційних задач розміщення геометрич-
них об'єктів як невід'ємна частина теорії геометрично-
го проектування з урахуванням похибок.
3. Ціль та задачі дослідження
Проведені дослідження ставили за мету подальший 
розвиток теорії інтервальної геометрії та теорії геоме-
тричного проектування щодо математичного моделю-
вання і розв’язання оптимізаційних задач розміщення 
в інтервальних просторах.
Для досягнення цієї мети поставлено такі основні 
наукові задачі:
– сформувати повний клас реалізацій інтервальної 
математичної моделі основної задачі розміщення по 
вигляду інтервальних відображень, які визначають 
критерії оптимізації та приймають участь в формуван-
ні системи інтервальних обмежень;
– розробити стратегії розв’язку основної інтер-
вальної оптимізаційної задачі розміщення на основі 
побудови інтервальних відображень занурення інтер-
вальних математичних моделей інтервальних оптимі-
заційних задач розміщення в евклідові простори;
– розробити модифікації методів локальної і гло-
бальної оптимізації для розв’язання інтервальних оп-
тимізаційних задач розміщення;
– розробити відповідне програмне забезпечення.
4. Прикладні аспекти інтервальних математичних 
моделей
4. 1. Метричний інтервальний простір ns( , )I R ρ
Поняття n-вимірного інтервального простору 
введено в роботі [28].
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В даному дослідженні пропонуються інтервальні 
відображення, які є метриками інтервальних про-
сторів:
1) евклідова метрика 
n
2 1 2 1
1 2 j j
j 1
( U , U ) ( X , X ) R
=
〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈∑ρ ρ ,  (1)
де 
2 2 1
b a( A , B ) (b a) ( ) R〈 〉 〈 〉 = − + ν − ν ∈ρ ,
a sA a,〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈I R , b sB b,〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈I R , 
i i n
i 1 n sU ( X ,..., X )〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈I R , 
j
i i i
j j xX x ,〈 〉 = 〈 ν 〉 , nj J∈ , i 1,2= .
2) інтервальне відображення s: →м I RΩ  виду
n
2 1 2
1 2 j j
j 1
( U , U ) ( X , X )
=
〈 〉 〈 〉 = µ 〈 〉 〈 〉∑µ ,
де 
i i
i 1 nU ( X ,..., X )〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈Ω , 
j
i i i
j j xX x ,〈 〉 = 〈 ν 〉 , nj J∀ ∈ , i 1,2= ,
s s:µ →I R I R  – інтервальна метрика на sI R :
α β
α β
 〈 〉 − 〈 〉 ν − ν ≥〈 〉 〈 〉 =  〈 〉 − 〈 〉 ν − ν <
А В , якщо 0
( A , B )
А В , якщо 0,
µ   (2)
при виконанні умови j s1X
+〈 〉 ∈I , nj J∀ ∈ .
Надалі метричний інтервальний простір ns( , )I R ρ  
будемо позначати nsI R  і, при необхідності, окремо вка-
зувати, яку з поданих метрик будемо використовувати 
в конкретному випадку.
4. 2. Постановка основної оптимізаційної інтер -
вальної задачі розміщення
В інтервальному просторі msI R  дано множину 
інтервальних геометричних об’єктів mi s⊂T I R , ni J∈ , 
і область ms⊂ I RΩ , геометрична інформація про які 
однозначно описується кортежами
i i i i i
( , ,( U , ))= 〈 〉 〈Θ 〉Tg T m , 0 0 0( , ,( U , ))= 〈 〉 〈Θ 〉g mΩ Ω ,
i
i i i
i 1 2 k( A , A ,..., A )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉m , i ij
i i
j j s ka
A a , , j J〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈ ∈I R , 
ni {0} J∈  ,
b
i i n
i 0 i 1 n sV V V ( X ,..., X )
⇒





X x ,〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈I R , 
ik
j J∈ , ni J∈ .
Нехай при розміщенні об’єкта iT  використовується 
його трансляція на інтервальну направлену множину 
n
i sV〈 〉 ∈I R  і обертання навколо свого полюса на інтер- 
вальний кут i s〈Θ 〉 ∈I R . Тоді вектор параметрів розмі- 
щення має вигляд n 1i i i sU ( V , )
+〈 〉 = 〈 〉 〈Θ 〉 ∈I R . Позначимо 
3
i i s( U )〈 〉 ⊂T I R , ni J∈ , 〈 〉 ⊂ 30 s( U ) I RΩ .
Необхідно упакувати інтервальні геометричні 
об’єкти iT , ni J∈ , в інтервальну область Ω, тобто знай- 
ти інтервальну направлену множину параметрів 
розміщення n 1i sU
+〈 〉 ∈I R  таку, щоб усі iT  належали 
області Ω (у відповідності до поняття інтервальної 
належності елементів інтервальних просторів) без 
взаємних перетинів, і при цьому інтервальний кри- 
терій якості ( U )∗ 〈 〉к  розміщення приймав найкраще 
значення, яке розуміємо у відповідності до відношення 
порядку, введеного в просторі s( , )I R ρ .
4. 3. Інтервальна математична модель основної 
оптимізаційної інтервальної задачі розміщення
За математичні моделі геометричних об’єктів, що 
мають змінні метричні характеристики, які породжу-
ються похибками вихідних даних, пропонуються ін-
тервальні множини як точкові множини інтервальних 
просторів. Інтервальне моделювання геометричних 
обмежень виконаємо у відповідності до основних по-
ложень інтервальної геометрії [23]. За інтервальний 
критерій 〈 〉 〈Θ〉( V , )κ  якості розміщення (інтервально-
го цільового відображення) на основі гомеоморфізму 
просторів sI R  и 
2R  обираємо таке: мінімум однієї з 
метричних характеристик області розміщення (напри-
клад, «інтервальну довжину» L〈 〉  або «інтервальну 
висоту» H〈 〉  зайнятої частини інтервальної області 
0( U )〈 〉Ω  як характеристику результату розміщення 
в ній інтервальних об’єктів, максимум коефіцієнта 
заповнення області, мінімум відходів, мінімум відхи-
лення від центра ваги, максимум використаної площі 
або об’єму, мінімум використаної кількості порошку 
для виготовлення сплаву певної пористості).
Не порушуючи загальності, надалі будемо 
розглядати лише задачі на мінімум, який розуміємо 
у відповідності до відношення порядку, введеного в 
інтервальному просторі sI R .
В роботі [29, 30], виходячи з основних положень 
теорії геометричного проектування, інтервальної ге-
ометрії та сформульованих задач дослідження, по-
будовано інтервальну математичну модель основної 
інтервальної оптимізаційної задачі розміщення:
3n 1
sU




F ,  (3)
3n 1
1 n 1 n s( U , , H ) ( U ,..., U , ,..., , H )
+〈 〉 〈Θ〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈Θ 〉 〈Θ 〉 〈 〉 ∈ ⊂D I R ,
де 3n 1s s:
+ →F I R I R  – інтервальне відображення (інтер-
вальний критерій якості розміщення), D  – інтерваль-




 〈 〉 〈 〉 ≥ ∈ 〈 〉 〈 〉 − ≥




0i 0 i 0 n
ij i j ij
ij i j ij n
( U , U ) ,  i J ,
( U , U ) ,





Φ ρ   (4)
ni {0} J∀ ∈  , nj J∀ ∈ , nJ {1,...,n}= , s0,0= 〈 〉 ∈0 I R , 3n 1s +I R  – 
(3n+1)-вимірний інтервальний простір з інтерваль- 
ною метрикою ρ (вигляд метрики обирається в 
залежності від конкретної оптимізаційної задачі), 
3
i i i i sU ( X , Y , Z )〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈I R , ni J∈ , sI R  – розширений 








+ρ  – мі- 
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німальні і максимальні допустимі інтервальні відстані 
між об’єктами, що розмішуються, об’єктами і областю 
розміщення відповідно, 0i 0 i( U , U )〈 〉 〈 〉Φ  і ij i j( U , U )〈 〉 〈 〉Φ  є 
нормалізовані інтервальні Ф-відображення,
4. 4. Класифікація реалізацій інтервальної 
математичної моделі основної інтервальної 
оптимізаційної задачі розміщення
Незважаючи на різноманітність просторових форм 
геометричних об’єктів, їх метричних характеристик, 
які породжуються науковою та практичною необхід-
ністю, інтервальна математична модель основної ін-
тервальної оптимізаційної задачі розміщення описує 
будь-яку оптимізаційну задачу розміщення геоме-
тричних об’єктів з урахуванням похибок вихідних да-
них і обмеженнями на мінімально и максимально 
допустимі відстані.
Через це наукову значущість набуває проблема 
класифікації інтервальних математичних моделей оп-
тимізаційних задач геометричного проектування на 
основі особливостей інтервальних відображень інтер-
вальних математичних моделей в евклідові простори.
1. Інтервальна оптимізаційна задача з квазиліній- 
ними обмеженнями.
Нехай ni s s: →h I R I R , ni J∈ , 
n
j s s: →g I R I R , mj J∈ , – 






= 〈 〉∗〈 〉∑F .
Тоді інтервальну математичну модель (3)-(4) 
набуде виду:
(U) inf→F , nsU∈ ⊂D I R ,  (5)
U ≤A B ,
де 
ij m n[ A ] ×= 〈 〉A , ij sA〈 〉 ∈I R , ni J∈ , mj J∈ , 
1 2 m( B , B ,..., B )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉B , i s mB ,i J〈 〉 ∈ ∈I R , 
i
n
1 2 n s i i x sU ( X , X , , X ) , X x ,= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈ 〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈I R I R ,
ni J∈ .
Обмеження (5) є системою інтервальних 
нерівностей виду
n
ij j i n
j 1
A X B ,i J
=
〈 〉∗〈 〉 ≤ 〈 〉 ∈∑ .




(U) C X min
=
= 〈 〉∗〈 〉→∑F ,
U ≤A B , nsU∈I R , xi ≥ 0, ix 0ν ≥ , ni J∈ .
3. Квазиквадратична інтервальна задача оптимі-
зації. 
n n n
ij i j i i
i 1 j 1 i 1
(U) C X X D X
= = =
= 〈 〉∗〈 〉∗〈 〉 + 〈 〉∗〈 〉∑∑ ∑F .
4. Інтервальні задачі оптимізації на ie  множині 
( ie -задачі). Якщо інтервальна область допустимих 
розв` язків є інтервальною e -множиною, або ie -мно-
жиною, ns( )= θ ⊂IE IM I R  (образом комбінаторної мно-
жини в результаті відображення занурення її в nsI R ).
5. Імітаційне інтервальне моделювання.
5. Стратегії реалізації інтервальних математичних 
моделей
Вибір стратегії реалізації інтервальних 
математичних моделей оптимізаційних задач 
розміщення залежить від того, до якого класу 
вони належать. З метою застосування існуючих мее-
тодів геометричного проектування для розв’язан-
ня оптимізаційних задач розміщення перейдемо від 
інтервального простору gsI R  до ізометричного йому 
евклідова простору 2gR ,	 2n 1g J +∈ .
Один із способів реалізації інтервальної матема-
тичної моделі задачі (3)–(4) базується на застосуванні 
відображення занурення інтервальної математичної 
моделі в евклідів простір. При побудові інтервальних 
відображень інтервальних математичних моделей в 
евклідові простори використовуються властивості ін-
тервальних операцій, метрики та відношення порядку. 
При цьому для одних і тих же інтервальних моделей 
застосовуються різні види відображень в евклідові 
простори різних вимірностей. Наприклад, інтерваль-
ну математичну модель оптимізаційної задачі пере-
творюємо на двохкритеріальну оптимізаційну модель 
в евклідовому просторі.
Виходячи з особливостей області допустимих 
розв’язків для інтервальної оптимізаційної задачі 
розміщення, здійснюємо перехід від задачі (3)–(4) з 
векторною функцією цілі до послідовності однокри-
теріальних задач.
В залежності від результату, який вимагається, 
векторного або числового, обираємо такі варіанти 
перетворення цільового відображення задачі 
з інтервального простору в евклідів у вигляді 
інтервальних відображень 1i s 3: ( ) R ,i J→ ∈I RΨ :
2 2
1 l( L ) l〈 〉 = + νΨ ; 
2 l( L )  l 〈 〉 = + νΨ , 3 l( L ) (l, )〈 〉 = νΨ .  (6)
Одержуємо математичну модель двохкритеріальної 
оптимізаційної задачі в просторі 2nR , яка відноситься 
до багатовимірних багатоекстремальних задач 
математичного програмування:
1 2(T) ( (T), (T)) min,Ψ = Ψ Ψ →
2mT R ,∈W⊂  mT ( )= ΘH , 1(T) hΨ = , 2 h(T)Ψ = ν .
При розробці модифікації методу меж та гілок 
в інтервальному просторі використано поняття 
інтервальної гіперплощини, інтервальної m -площини 
в просторі nsI R , їх властивості та властивості інтер-
вальної множини nq( )E G .
Один із способів реалізації інтервальної матема-
тичної моделі даної задачі базується на релаксації до 
відомої інтервальної оптимізаційної задачі меншої 
вимірності. При розробці модифікації методу меж та 
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гілок в інтервальному просторі використано власти-
вості комбінаторної множини інтервальних поліпере-
ставлень, зануреної в евклідів простір.
Стратегія розв'язання ґрунтується на комбінації 
наближених та точних методів оптимізації й викори-
стовує схему методу апроксимації, модифікованого 
методу околів, що звужуються [1].
Будуються математичні моделі задач в інтерваль-
ному вигляді. Здійснюється відображення інтерваль-
ної області припустимих розв’язків зазначених задач 
та інтервальної функції цілі в евклідів простір. Задачі 
розглядаються як двохкритеріальні. Пропонуються 
способи розв’язання, що ґрунтуються на модифіка-
ціях методу оптимізації по групах змінних і методу 
гілок та меж. Розроблено відповідне програмне забез-
печення.
6. Інтервальні математичні моделі задач розміщення
6. 1. Оптимізаційна задача розміщення інтер-
вальних паралелепіпедів
Інтервальну математичну модель (3)–(4) оптиміза-
ційної задачі упаковки інтервальних паралелепіпедів 
[31, 32] i i(U )P , ni J∈ , в інтервальній області 0 0(U )P , 









                                      ,0i 0 i n
ij i j n n
(U ,U ) ,  i J
 
(U ,U ) ,  i J ,  j J ,  i j,







1 2 n sU (U ,U ,...,U ) ,= ∈I R  
3
i i i i sU ( X , Y , Z ) ,= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈I R  ni J∈ ,
k
0i 0 i 0i 0 ik 1,2,...,6
(U ,U ) min { (U ,U )}
=
= fΦ ,
0 i 0 i
1
0i 0 i i 0 a a a a(U ,U ) ( X X ) A ,  = − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈ν − ν ν − ν 〉f ,
0 i 0 i
2
0i 0 i i 0 a a a a(U ,U ) X X A ,  = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν − ν ν − ν 〉f ,
0 i 0 i
3
0i 0 i i 0 b b b b(U ,U ) ( Y Y ) ,  = − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈−ν − ν ν − ν 〉f ,
0 i 0 i
4
0i 0 i i 0 b b b b(U ,U ) Y Y B ,  = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν − ν ν − ν 〉f ,
0 i 0 i
5
0i 0 i i 0 c c c c(U ,U ) ( Z Z ) B ,  = − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν − ν ν − ν 〉f ,
0 i 0 i
6
0i 0 i i 0 c c c c(U ,U ) Z Z C ,  = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 + 〈−ν − ν ν − ν 〉f ,
0 iA A A〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 , 0 iB B B〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 , 0 iC C C〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 ,
{ }kij i j ij i jk 1,2,...,6(U ,U ) max (U ,U ) ,== fΦ
i j i j
1
ij i j j i a a a a(U ,U ) X X A , ,= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉′f
i j i j
2
ij i j j i a a a a(U ,U ) ( X X ) A , ,= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉′f
i j i j
3
ij i j j i b b b b(U ,U ) ( Y Y ) B ,  ,= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉′f
i j i j
4
ij i j j i b b b b(U ,U ) ( Y Y ) B ,  ,= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉′f
i j i j
5
ij i j j i c c c c(U ,U ) ( Z Z ) C , ,= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉′f
i j i j
6
ij i j j i c c c c(U ,U ) ( Z Z ) C ,= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈ν + ν ν − ν 〉′f ,
i jA A A〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′ , i jB B B〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′ , i jC C C〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′ .
де 0i 0 i(U ,U )Φ , ni J∈ , – інтервальне Ф-відображенн-
ня i i(U )P  і 0 0(U )
∗P , ij i j(U ,U )Φ  – інтервальне Φ -ві- 
дображення i i(U )P  і j j(U )P , а j iX X〈 〉 − 〈 〉 , j iY Y〈 〉 − 〈 〉 , 
j iZ Z〈 〉 − 〈 〉  – координати інтервальної направленої 
множини ij j iU U U= − , i i i iU ( X , Y , Z )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 , i j< , 
ni, j J∀ ∈ , x x sX x, x,〈 〉 = 〈 ν 〉 = 〈 −ν 〉 ∈I R  – спряжений до 
sX〈 〉 ∈I R .
За інтервальне цільове відображення приймаємо 
«інтервальну висоту» hH h,〈 〉 = 〈 ν 〉  зайнятої частини 
інтервального паралелепіпеда 0 0(U )P  як результат 
розміщення в ньому інтервальних паралелепіпедів 




H max ( , )
∈
〈 〉 = ρ Π Π ,
де 0 j( , )ρ Π Π  – інтервальна відстань між інтерваль- 
ною гіперплощиною виду 60 0 0: (U ) =f 0Π , інтерваль- 
ної паралельної координатній площині X O Y〈 〉 〈 〉  і та- 
кої, яка приймає участь у формуванні інтервальної 
межі 0 0(U )frP , і інтервальними гиперплощинами 
5
j j j: (U ) =f 0Π , nj J∈ , які приймають участь у форму- 
ванні i i(U )frP .
Задача (7)–(8) є інтервальною оптимізаційною за-
дачею з квазилінійними обмеженнями. Тому виконано 
занурення інтервальної математичної моделі в ев-
клідів простір. Одержано математичну модель двох-
критеріальної оптимізаційної задачі в просторі 2nR , 
яка відноситься до многовимірних многоекстремаль-
них задач математичного програмування:
При побудові відображень інтервальних моделей 
в евклідові простори використовуються властивості 
інтервальних операцій, метрики та відношення 
порядку [31].
Здійснюється перехід [31], [32] від задачі (7)–(8) 
в інтервальному просторі до двохкритеріальної задачі 
в евклідовому просторі. Пропонується стратегія ро-
зв'язання, яка базується на використанні метода оп-
тимізації за групами змінних і модифікованого методу 
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околів, що звужуються. Рис. 1 ілюструє результат 
розв’язання задачі оптимального розміщення па-
ралелепіпедів з урахуванням похибок метричних 
характеристик та параметрів розміщення. 
Аналіз результатів дослідження та порівнян-
ня з аналогами ідеалізованих задач [32] доводять 
доцільність та ефективність застосування інтер-
вальної математичної моделі поставленої задачі 
та ефективність запропонованих модифікацій ме-
тодів оптимізації.
а                                     б 
 
Рис. 1. Ілюстрація в R3 розміщення паралелепіпедів:  
а – з урахуванням похибок; б – без урахування похибок
6. 2. Комбінаторна оптимізаційна задача розмі -
щення інтервальних паралелепіпедів
Особливості метричних характеристик (довжина 
та ширина паралелепіпедів є однаковою, але з різними 
похибками) геометричних об’єктів, що розміщуються, 
та обмеження на їх кольори дає можливість розглядати 
оптимізаційну задачу розміщення таких інтервальних 
паралелепіпедів як комбінаторну і приводять до по-
нять інтервальних комбінаторних множин [6, 32].
Область допустимих розв’язків задачі промо- 
дельована як підмножини образів nq( )E G  множини 
всіх інтервальних переставлень nq( )P G  після її 
занурення в евклідів простір, тобто nnq s( )⊂ ⊂D E G I R , 
досліджено її властивості, nq( )E G  – інтерваль-
на комбінаторна множина, породжена множиною 
1 n{ G ,..., G } = 〈 〉 〈 〉G , i sG〈 〉 ∈I R , ni J∈ .




h U ( )
H h , min H
〈 〉∈





h U ( )
H h , min H
〈 〉∈
〈 〉 = 〈 ν 〉 = 〈 〉
E G ij1 i m 1 j k
H maxmax H
≤ ≤ ≤ ≤
〈 〉 = 〈 〉 ,
ij ij 1
t t 1 t t 1
ij ij ij ij
q q
t
ij ij x x x x





〈 〉 = 〈 〉 + 〈 ν + ν ν − ν 〉∑ ∑ , 
k m 11 12 kmi J , j J , t {q ,q ,...q },∈ ∈ ∈
km
1 2 n
r1 11 1 n
11 11 km km s
U ( X , X ,..., X )
( X ,..., X ,..., X ,..., X ) ,
〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 =
= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈I R
n
ng ng s( ) ( ( ))= ⊂E G P G I Rθ  – образ множини усіх інтер-
вальних перестановок [ ] при зануренні в n- вимірний 
інтервальних простір nsI R
1 2т( , ,..., ),=π π π π
t
ijH〈 〉 ∈G , k m 11 12 kmi J , j J ,t {r ,r ,...r }∈ ∈ ∈
 
: U,π→θ  j jX〈 〉 = 〈π 〉 .
Рис. 2. Зображення в R3 розв'язку інтервальної 
комбінаторної задачі оптимального розміщення 
інтервальних паралелепіпедів
Одержана інтервальна математична модель реалізо-
вана в евклідовому просторі модифікованими методами 
меж та гілок, околів, що звужуються, що забезпечує 
прогнозування отриманих результатів, та може викори-
стовуватися при розв’язанні інженерних, економічних, 
дослідницьких, в системах автоматизованого проекту-
вання, діагностиці програмного забезпечення і т. п.
6. 3. Оптимізаційна задача розміщення інтервальв-
них циліндрів в інтервальній призмі
Виходячи з особливостей постановки задачі, 
використаємо інтервальну математичну модель (7)–
(8), виконавши деякі побудови [33]:
ij i j i j ij(U ,U ) (U U ) (U )= − =Φ ϕ ϕ ,
де ij i jU U U= − , 
3
sU ( X , Y , Z )= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈I R , i jR R R〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′ ′ , 
i jH H H〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′ ′ ,
k kk k r r
R r , ,k 1,2〈 〉 = 〈 + ν ν 〉 =′ , 
k kk k h h
H h , ,k 1,2〈 〉 = 〈 + ν ν 〉 =′ .
Доповнення інтервальної призми 0(U )W  до 
3
sI R  
можна подати у вигляді 
3
0 s 0 0(U ) ( \ cl (U )) (U ))
∗
= I R frW W W ,
3
0 sint (U ) {U (U) , 0, }
∗
ψ ψ= ∈ = 〈ψ ν 〉 > 〈 ν 〉I RW ψ ,
1 2 m 1 2(U) min{ (U), (U),..., (U), (U), (U)}=ψ η η η χ χ ,
1 1 0 0(U) (U) Z H Z H= − = 〈 〉 − 〈 〉 = −〈 〉 + 〈 〉′χ χ ,
2 2 0 0(U) (U) ( Z H ) Z H= − = − −〈 〉 − 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′χ χ
i i i i(U) (a X ) (b Y ) C= ϕ ⋅〈 〉 + ϕ ⋅〈 〉 + 〈 〉η , mi J∈ .
Інтервальне Ф-відображення об’єктів 0(U )
∗W  и 
k k(U )C  набуде вигляду:
0 k k 0 0k(U ,U ) (U U ) (U) (U )= − = =Φ ψ ψ ψ ,
1 2 m 1 2(U) min{ (U), (U),..., (U), (U), (U)}= ′ ′ ′ψ η η η χ χ ,
    
 
 
11 12 kmr r r1 2 1 2 1
11 11 11 12 12 12 km km( H , H ,..., H ,..., H , H ,..., H ,..., H ,..., H ),= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉π
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1 1(U) (U) Z H Z H= − = 〈 〉 − 〈 〉 = −〈 〉 + 〈 〉′χ χ ,
2 2(U) (U) ( Z H ) Z H= − = − −〈 〉 − 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉′χ χ ,
i i i i k(U) (a X ) (b Y ) C R= ϕ ⋅〈 〉 + ϕ ⋅〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉′ ′η , mi J∈ ,
i r i ri c r c r
C ,〈 〉 = 〈 ν + ν ν − ν 〉′ , 0 kH H H〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉′ ,
де 0k k k( X X , Y Y )= 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉U  – інтервальна направле- 
на множина.
Здійснюється [33] перехід до двохкритеріальної за-
дачі в евклідовому просторі. Запропоновано стратегію 
розв’язанні задачі, що базується на використанні ком- 
бінації модифікованого метода околів, що звужуються, 
і метода можливих напрямків.
6. 4. Застосування інтервального моделювання в 
порошковій металургії
Побудовано інтервальну математичну модель [34, 
35] задачі оптимізації кількості порошку, потрібного 
для досягнення певного рівня пористості сплаву при 
виготовленні виробу з антифрикційних матеріалів.
Розглядається задача оптимізації упакування ве- 
ликого числа інтервальних куль в інтервальний цилін-
дричний контейнер. Будується інтервальна матема-
тична модель задачі. Розв’язання задачі зводиться до 
розв’язання послідовності задач упаковки з фіксова-
ним числом куль. Пропонується підхід до їх розв’я-
зання на основі занурення інтервальної математичної 
моделі в евклідів простір.
Інтервальна математична модель інтервальної 
оптимізаційної задачі розміщення великого числа 
інтервальних куль в інтервальну циліндричну 
трубу має вигляд (3)–(8), якщо в співвідношення 
(3) розглядати максимум інтервального цільового 
відображення і за цільове інтервальне відображення 
взяти таке відображення:
( U , ) ( U ) , ∗
∗ ∗
γ〈 〉 〈Θ〉 = 〈 〉 = 〈γ ν 〉F Γ , γ ∈ ,
k
n n n
k 1 k 2 u
k 1 k 1 k 1
( U ) ( U ) f (u ), f ( )
= = =
〈 〉 = 〈 〉 = ν∑ ∑ ∑FΓ ,
〈 〉 ⊂
=  〈 〉 ∉
3 k k 3
1 k
3 k k 3
1, ( ( U )) ( ),
f (u )
0, ( ( U )) ( ),
p S p D
p S p D
 
〈 〉 ⊂
ν =  〈 〉 ∉k
3 k k 3
2 u
3 k k 3
1, ( ( U )) ( ),
f ( )
0, ( ( U )) ( ),
r S r D
r S r D
де 
3n
1 n sU ( U ,..., U ) ,〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ∈I R  
k
3
k k u k k k sU u , ( X , Y , Z )〈 〉 = 〈 ν 〉 = 〈 〉 〈 〉 〈 〉 ∈I R , 
nk J∀ ∈ , N
∗γ ∈  – максимальне число упакованих куль, 
N∗γν ∈  – похибка цього числа, 
3n
s⊂D I R  – інтервальна 
область допустимих розв'язків. 
Здійснено декомпозицію задачі до послідовності 
задач розміщення з фіксованим числом куль, які 
сформульовано як задачі математичного програмування 
з нелінійними обмеженнями та інтервальним цільовим 





( U , H )
( U ) inf H
+〈 〉 〈 〉 ∈ ⊂
〈 〉 = 〈 〉
D I R
κ , nk J∀ ∈ ,
де kH〈 〉  –	інтервальна висота зайнятої частини області 
Ω після розміщення в ній k k( U )〈 〉S , nk J∀ ∈ . Кожна з k  
інтервальних оптимізаційних задач виду перетворю-
ється на двохкритеріальну оптимізаційну задачу через 
її занурення у евклідів простір відповідної вимірності.
Запропоновано стратегію пошуку оптимального 
розв’язку задачі, що базується на використанні гене-
рації початкових точок на основі решіткової упаковки 
методом імітаційного моделювання, модифікованого 
методу меж та гілок та методу можливих напрямків. 
Проведено числові експерименти.
В результаті розв’язання одержано інтервал, в який 
гарантовано попадає значення цільової функції. Да-
ний підхід дозволяє обчислити межі кількості по-
рошку при заданих межах вхідних параметрів задачі. 
Комп’ютерна програма [35] застосовується на ділянці 
порошкової металургії Полтавського державного під-
приємства «Виробниче об’єднання «Знамено», що під-
тверджено відповідним актом впровадження.
Аналіз результатів дослідження та порівняння з 
аналогами ідеалізованих задач доводять доцільність 
та ефективність застосування інтервальної геометрії 
при моделюванні та розв'язанні оптимізаційних задач 
розміщення геометричних об'єктів, метричні харак-
теристики та параметри розміщення яких задані з 
похибками.
При розв’язанні запропонованих задач використо-
вуються математичне і програмне забезпечення, ро-
зроблене під керівництвом професора Стояна Ю. Г. у 
відділі математичного моделювання та оптимального 
проектування Інституту проблем машинобудування 
ім. А. М. Підгорного НАН України. 
7. Результати дослідження щодо подальшого розвитку 
інтервального моделювання в геометричному 
проектуванні
Наукові результати роботи є подальшим розвит-
ком теорії геометричного проектування і служать 
теоретичною основою інтервальної оптимізації, мето-
дології розв'язання оптимізаційних задач розміщен-
ня з урахуванням похибок. Результати дослідження 
дозволяють будувати та аналізувати адекватні ма-
тематичні моделі оптимізаційних задач розміщен-
ня завдяки використанню інтервальної геометрії та 
методів локальної та глобальної оптимізації при їх 
розв’язанні.
Ефективність запропонованих засобів математич-
ного моделювання підтверджується порівнянням от-
риманих результатів за критеріями існування, адек-
ватності і конструктивності побудови математичних 
моделей з аналогічними результатами вітчизняних і 
зарубіжних дослідників.
Створено програмні продукти у вигляді комп'ютер-
них програм, що реалізують розроблені засоби матема-
тичного моделювання та методи оптимізації, та розра-
ховані на розв'язання двовимірних та трьохвимірних 
задач упакування в різних галузях науки та техніки:
– розміщення інтервальних паралелепіпедів 
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– розміщення інтервальних многокутників 
“Packing of Interval Polygons” [36],
– імітаційне моделювання властивостей сплаву в 
залежності від розмірів гранул “Імітаційне моделю-
вання властивостей сплава” [35].
8. Висновки
Результати даного дослідження є подальшим ро-
звитком теорії інтервальної геометрії та теорії гео-
метричного проектування: побудовано інтервальну 
математичну модель основної інтервальної оптиміза-
ційної задачі розміщення геометричних об’єктів, здій-
снено класифікацію множини її реалізацій по вигляду 
цільового інтервального відображення та основних 
інтервальних геометричних обмежень.
Побудовано інтервальну математичну модель оп-
тимізаційної задачі упаковки інтервальних парале-
лепіпедів. Виконане занурення інтервальної матема-
тичної моделі в евклідів простір. Розроблено метод 
розв’язання задачі як двухкритеріальної оптиміза-
ційної задачі розміщення. Запропоновано стратегію, 
що базується на використанні метода оптимізації по 
групах змінних і модифікованого метода околів, що 
звужуються. Виконані тестові експерименти по розмі-
щенню 60 паралелепіпедів.
Побудовано інтервальну математичну модель ком-
бінаторної оптимізаційної задачі упаковки парале-
лепіпедів, яка дозволяє з одного боку, – раціонально 
врахувати похибки початкових даних, з іншого, – в 
подальшому, при її реалізації використовувати ві-
домі методи комбінаторної оптимізації, таким чином, 
строго визначаючи інтервал, якому буде належати зна-
чення цільової функції. Може бути використана при 
тестуванні програмного забезпечення, при моделю-
ванні задач компоновки складних технічних систем, 
які можна апроксимувати з наперед заданою точністю 
об’єднанням паралелепіпедів, метричні характеристи-
ки яких задані з похибками.
Щодо задачі розміщення великої кількості куль в 
область циліндричної форми, пропонується підхід до 
її розв’язання на основі занурення її інтервальної ма-
тематичної моделі в евклідів простір. Розроблено стра-
тегію пошуку її оптимального розв’язку, що базується 
на основі решіткової упаковки методом імітаційного 
моделювання, модифікованого методу меж та гілок та 
методу можливих напрямків.
Таким чином, розроблено методологію моделюван-
ня та розв’язання оптимізаційних задач геометрично-
го проектування з урахуванням похибок метричних 
характеристик та параметрів розміщення.
Практичне значення результатів підтверджується 
їх впровадженням. Результати роботи впроваджено в 
держбюджетні науково-дослідні роботи, в навчальний 
процес. Результати дослідження були використані на 
Полтавському державному підприємстві “Виробниче 
об’єднання “Знамено” (м. Полтава, Україна) для прогно-
зування властивостей сплаву в порошковій металур-
гії, на державному науково-виробничому підприємстві 
„Демітекс» (м. Полтава, Україна) при вирішенні про-
блеми упакування виготовленої продукції.
Сукупність розроблених застосувань інтерваль-
них математичних моделей, модифікованих методів 
локальної та глобальної оптимізації і програмних 
комплексів забезпечує підвищення точності отри-
маних результатів, може використовуватися при ро-
зв’язанні інженерних, економічних, дослідницьких, 
конструкторських і дизайнерських задач, в системах 
автоматизованого проектування генеральних планів 
підприємств, діагностиці програмного забезпечення, 
системах автоматичного протипожежного захисту, 
агротехнічних і екологічних системах, при створенні 
ресурсозберігаючих технологій, у вугільній і мета-
лургійній промисловості, при розробці апаратно-тех-
нологічного компонування, задачі досягнення певних 
властивостей сплаву в порошковій металургії тощо.
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